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2009年研究生入学考试数学二试题及分析 

 
一、选择题：1～8小题，每小题 4分，共 32分. 在每小题给出的四个选项中，只有一项符
合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号内. 

（1）函数 ( )
3

sin
x xf x

xπ
−

= 的可去间断点的个数为 

（A） 1   （B） 2      （C） 3     （D） 无穷多个                           [     ] 

【分析】本题考查可去间断点.先找出使 ( )f x 无定义的点，然后根据可去间断点的定义判断. 

【详解】首先找出使 ( )f x 无定义的点：满足 sin 0xπ = 的点，即 0, 1, 2, 3,x = ± ± ± " . 

             上述点若为可去间断点，则 ( )f x 在该点的左右极限存在且相等，又

sin 0xπ = ，必有分子
3 0x x− = ，即可去间断点可能为 0, 1x = ± . 

        因为 ( ) ( )
3 3

0 0 0 0

1 1lim lim , lim lim
sin sinx x x x

x x x xf x f x
x xπ π π π− − + +→ → → →

− −
= = = = ； 

             ( )
3 2

1 1 1

1 3 2lim lim lim
sin cosx x x

x x xf x
x xπ π π π− − −→ → →

− −
= = =

洛必达法则

， 

( )
3 2

1 1 1

1 3 2lim lim lim
sin cosx x x

x x xf x
x xπ π π π+ + +→ → →

− −
= = =

洛必达法则

； 

( )
3 2

1 1 1

1 3 2lim lim lim
sin cosx x x

x x xf x
x xπ π π π− − −→− →− →−

− −
= = =

洛必达法则

， 

( )
3 2

1 1 1

1 3 2lim lim lim
sin cosx x x

x x xf x
x xπ π π π+ + +→− →− →−

− −
= = =

洛必达法则

. 

          所以 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 1 1 1 1

lim lim , lim lim , lim lim
x x x x x x

f x f x f x f x f x f x
− + − + − +→ → → → →− →−

= = = . 

          综上可知可去间断点有 3个，故选（C）. 

【评注】本题为基础题型. 设 0x x= 为函数 ( )f x 的间断点，若 0 0 0( ) ( ) ( )f x f x f x− += ≠ ，

则 0x x= 为函数 ( )f x 的可去间断点. 

         
类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 1讲【例 4】【例 5】；2009版《数学
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复习指南》（理工类）第 1 篇第 1 章【例 1.39】，精选习题一第 3 小题（4）；文登冲刺§1
【例 10】；《考研数学精题 660》（1.28，1.31）. 

 

（2）当 0x → 时， ( ) sinf x x ax= − 与 ( ) ( )2 ln 1g x x bx= − 为等价无穷小，则 

（A） 
11,
6

a b= = −             （B）
11,
6

a b= =   

 （C）
11,
6

a b= − = −              （D）
11,
6

a b= − =                         [     ] 

【分析】本题考查等价无穷小. 已知
( )
( )0

lim 1
x

f x
g x→

= ，求参数 ,a b的值.由于“
0
0
型未定式的极

限值等于分子、分母的最低阶无穷小项之比的极限”，则利用等价无穷小和皮亚诺

型余项的泰勒公式推导即可. 

【详解】当 0x → 时， ( ) ( ) ( )3 31sin
3!

f x x ax x ax ax o x⎛ ⎞= − = − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( ) ( )3 311
3!

a x ax o x= − + − . 

                     ( ) ( )2 ln 1g x x bx= − ～
3bx− . 

        因为 ( ) sinf x x ax= − 与 ( ) ( )2 ln 1g x x bx= − 为等价无穷小， 

        所以
( )
( )

( ) ( ) ( )3 3

30 0

11 13!1 lim lim 1 0,
3!x x

a x ax o xf x
a b

g x bx→ →

− + −
= = ⇒ − = = −

−
. 

        故
11,
6

a b= = − ，即选（A）.  

【评注】本题为基础题型，也可利用洛必达法则计算. 

由题设可知
( )
( ) 3 20 0 0

sin 1 cos1 lim lim lim
3x x x

f x x ax a ax
g x bx bx→ → →

− −
= = =

− −
. 

        因为 ( )2

0
lim 3 0
x

bx
→

− = ，所以 ( )
0

lim 1 cos 0 1
x

a ax a
→

− = ⇒ = . 

        故原极限

2

2 20 0

1
1 cos 12lim lim

3 3 6x x

xx b
bx bx→ →

−
= = ⇒ = −

− −
. 

 
本题实质考查极限中的常数的确定，类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第

1讲【例 16】；2009版《数学复习指南》（理工类）第 1篇第 1章【例 1.36】，精选习题一
第 2小题（7）（8）；文登冲刺§1【例 1】；《考研数学精题 660》（1.11，1.20）. 

 

（3）设函数 ( ),z f x y= 的全微分为d d dz x x y y= + ，则点 ( )0,0  
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（A）不是 ( ),f x y 的连续点      （B）不是 ( ),f x y 的极值点   

（C）是 ( ),f x y 的极大值点       （D）是 ( ),f x y 的极小值点               [     ] 

【分析】本题考查二元函数的极值，利用取极值的充分条件判断. 

【详解】由d d dz x x y y= + 可得 ,z zx y
x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

. 

         令
0

0

z x
x
z y
y

∂⎧ = =⎪∂⎪
⎨∂⎪ = =
∂⎪⎩

可得惟一驻点 ( )0,0 . 

         又
2 2 2

2 21, 0, 1z z zA B C
x x y y
∂ ∂ ∂

= = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂

， 

         则 2 1 0B AC− = − < 且 0A > ，所以 ( )0,0 是 ( ),f x y 的极小值点，故选（D）. 

【评注】本题利用了全微分和偏导数的关系： 

d d dz zz x y
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

. 

完全类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 9讲【例 14】；2009版《数学复
习指南》（理工类）第 1篇第 9章【例 9.35】； 《考研数学精题 660》（1.272，1.273）. 

 

（4）设函数 ( ),f x y 连续，则 ( ) ( )
2 2 2 4

1 1
d , d d , d

y

x y
x f x y y y f x y x

−
+ =∫ ∫ ∫ ∫  

（A） ( )
2 4

1 1
d , d

x
x f x y y

−

∫ ∫        （B） ( )
2 4

1
d , d

x

x
x f x y y

−

∫ ∫  

（C） ( )
2 4

1 1
d , d

y
y f x y x

−

∫ ∫        （D） ( )
2 2

1
d , d

y
y f x y x∫ ∫                [     ] 

【分析】本题考查更换累次积分的次序.先画出积分域D的草图，因为四个备选项均只含一
个累次积分，然后根据D是 X 型还是Y型得到新的累次积分. 

【详解】由题设可知 

( ){ } ( ){ }1 2 , |1 2, 2 , |1 2, 4D D D x y x x y x y y y x y= = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ −∪ ∪ . 
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可从草图知 ( ){ }1 2 , |1 2,1 4D D D x y y x y= = ≤ ≤ ≤ ≤ −∪ ，其为Y 型区域，于是 

     原积分 ( )
2 4

1 1
d , d

y
y f x y x

−
= ∫ ∫ ，故选（C）. 

【评注】本题为基础题型.         
 

类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 10讲【例 7】；2009版《数学复习指
南》（理工类）第 1篇第 10章【例 10.6】，精选习题十第 2小题；《考研数学精题 660》（1.296，
1.297）. 

 

（5）若 ( )f x′′ 不变号，且曲线 ( )y f x= 在点 ( )1,1 处的曲率圆为 2 2 2x y+ = ，则函数 ( )f x

在区间 ( )1, 2 内 

（A）有极值点，无零点           （B）无极值点，有零点   
（C）有极值点，有零点           （D）无极值点，无零点                [     ] 

【分析】本题考查一元函数的极值和零点.关键是利用函数在一点处的曲率圆与曲线在该点
附近的凹凸性相同. 

【详解】由题意可知，曲率圆为
2 2 2x y+ = 在点 ( )1,1 附近为凸函数，所以曲线 ( )y f x= 在

点 ( )1,1 附近为凸函数，所以 ( )1 0f ′′ < . 

又 ( )y f x= 在点 ( )1,1 处的曲率圆为 

                     ( ) ( )2 2 2x yα β ρ− + − = ， 

其中
( )

( )

2 2

3
2 2

1 1 11 , 1 ,
1

y y yy
y y y

α β
ρ

′ ′+ ′′′+
= − = + =

′′ ′′
′+

. 

        与 2 2 2x y+ = 比较可得 

( )
( ) ( )

( )
( )

32 22
2

1,1 1,1 1,12

1 111, 1, 2
y y yy

y y y
ρ

′ ′ ′+ +′+
= = − = =

′′ ′′ ′′
，解之得 
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( ) ( )1,1 1,11, 2y y′ ′′= − = − . 

             因此有 ( )1 2 0f ′′ = − < .因为 ( )f x′′ 不变号，所以在 ( )1, 2 内 ( ) 0f x′′ < ， 

( )f x′ 单调减少， ( ) ( )1 1f x f′ ′< = − ，故函数 ( )f x 在区间 ( )1, 2 内单调减少，

无极值点. 

             由拉格朗日中值定理有 ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1, 1, 2f f f ξ ξ′− = < − ∈ ，于是有

( ) ( )2 2 0, 1 1 0f f< − < = > ，故由零值定理可知 ( )f x 在区间 ( )1, 2 内有零点，

即选（B）. 
 

【评注】本题为一新题型，综合考查曲率圆、极值、函数的零点等知识点. 要熟记曲率圆方
程、曲率中心的坐标公式.         

 
相关概念和公式见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 6讲. 

 

（6）设函数 ( )y f x= 在区间[ ]1,3− 上的图形为，  

 

则 ( ) ( )
0

d
x

F x f t t= ∫ 的图形为 

（A）     （B）  
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（C）   （D）                    

[     ] 

【分析】本题考查函数 ( )y f x= 与 ( ) ( )
0

d
x

F x f t t= ∫ 图形的关系. 可利用函数的单调增减

性判断. 
【详解】由图可知， 

（1）在区间 ( )1,0− ， ( ) 0f x ≥ ，则 ( )F x 在此区间单调递增，排除（A）. 

（2） ( ) ( )
0

d
x

F x f t t= ∫ 表示 ( ) , 0,y f x x x x= = = 与 x轴所围曲边梯形位于 x轴

上方的图形面积减去位于 x轴下方的图形面积所得差值，当0 1x< < 时，由

图可知 ( ) ( )
0

d 0
x

F x f t t= <∫ ，排除（C）. 

（3）又当 2 3x< < 时， ( ) 0f x = ，因此 ( ) ( ) ( )
02 2

lim lim d 2
x

x x
F x f t t F

− −→ →
= =∫ ，

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0 22 2 2
lim lim d d lim d 2

x x

x x x
F x f t t f t t f t t F

+ + +→ → →
= = + =∫ ∫ ∫ ， 所 以

( )F x 在 2x = 连续，排除（B），故选（D）. 

【评注】本题为一新题型，综合考查了原函数的性质、定积分的几何意义、函数的单调增减

性和函数的连续性.. 
        

类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 6 讲【例 3】；2009 版《数学复习
指南》（理工类）精选习题六 1（3）. 
 

（7）设 A，B均为 2阶矩阵，A*，B*分别为 A，B的伴随矩阵，若 2=A ， 3=B ，

则分块矩阵
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

O A
B O

的伴随矩阵为 

（A）
3

2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

O B*
A* O

       （B）
2

3
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

O B*
A* O

 

   （C） 
3

2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

O A*
B* O

        （D）
2

3
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

O A*
B* O

                          [     ] 
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【分析】本题考查分块矩阵的伴随矩阵的计算. 考虑到本题条件和备选项特征，本题可用逆

推法求解，即根据 =AA* = A* A A E，只要分别计算
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

O A
B O

与四个选项的乘

积，看哪一个结果为

*

4 4
⎛ ⎞⎛ ⎞

= =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

O A O A O A
E A B E

B O B O B O
. 

【详解】因为
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

O A
B O

2

2

23
32

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A E OA E OO B*
O B EA* O O B E

， 

             
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

O A
B O

 
32

23
⎛ ⎞⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A E OO B*
O B EA* O

 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

A B E O E O
A B

O A B E O E
， 

        而 =
O A

A B
B O

 ，所以选（B）.     

【评注】本题利用了伴随矩阵的性质 AA* = A E .  

        本题也可以直接求解，如下： 

        
* 1 1

1

− −

−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

O A O A O A O B
A B

B O B O B O A O
 

1 * *

1 * *

2
3

−

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

O A B B O A B O B
B A A O B A O A O

， 

         故选（B）.        
 
完全类似公式见文登暑期强化班笔记《线性代数》第 2讲（重要公式和结论 4）；类似

例题见《考研数学精题 660》（2.18）. 
  

（8）设 A ， P 均为 3 阶矩阵， TP 为 P 的转置矩阵，且 T

1 0 0
0 1 0
0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P AP .若

( )1 2 3, ,=P α α α ， ( )1 2 2 3, ,= +Q α α α α ，则
TQ AQ为 

（A）

2 1 0
1 1 0
0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

               （B）

1 1 0
1 2 0
0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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（C）

2 0 0
0 1 0
0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

               （D）

1 0 0
0 2 0
0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                    [     ] 

【分析】本题考查矩阵的计算，实质考查矩阵的初等变换和初等矩阵间的关系. 将矩阵表示

为 ( ) ( )1 2 2 3 1 2 3, , , , C PC= + = =Q α α α α α α α 来计算. 

【详解】由题设可知 

( ) ( )1 2 2 3 1 2 3

1 0 0 1 0 0
, , , , 1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Q α α α α α α α P ， 

        于是

T

T T

1 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Q AQ = P AP  

T1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 2 0 0 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

1 1 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 2 0 0 1

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

 

2 1 0
1 1 0
0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

        故选（A）. 

【评注】本题为基础题型. 矩阵

1 0 0
1 1 0
0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

及其转置均为初等矩阵.因为矩阵左乘一初等矩

阵相当于对其作相应的初等行变换，矩阵右乘一初等矩阵相当于对其作相应的初等

列变换所以 

         

1 1 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 2

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

相当于对

1 0 0
0 1 0
0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

作将第 2行加到第 1行的初等变换，

结果为

1 1 0
0 1 0
0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

1 1 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 2 0 0 1

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

相当于对

1 1 0
0 1 0
0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

作将第 2 列加

到第 1列的初等变换，结果为

2 1 0
1 1 0
0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.      
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完全类似例题见文登暑期强化班笔记《线性代数》第 2 讲【例 12】；类似例题见 2009
版《数学复习指南》（理工类）第 2篇第 2章【例 2.19】. 
 
二、填空题：9～14小题，每小题 4分，共 24分. 把答案填在题中横线上. 

（9）曲线
( )

21

0

2 2

e d

ln 2

t ux u

y t t

− −⎧ =⎪
⎨

= −⎪⎩

∫
在点 ( )0,0 处的切线方程为__________. 

【分析】本题考查曲线在一点的切线方程，先求出参数方程所确定函数的导数，然后由点斜

式方程可得. 

【详解】当 0, 0x y= = 时， 1t = .于是 

( ) ( )

( )
( )2

3
2

2

10,0 0,0 1

d 22 ln 2d d 2 2dd e
d

tt

y tt ty t tk xx
t

=− −

−
− +

−= = = =
−

，所以切线方程为 2y x= . 

【评注】本题为基础题型. 参数方程所确定的函数的导数计算公式如下： 

设
( )
( )

x t
y t

ϕ
ψ

=⎧
⎨ =⎩

， ( ), ( )t tϕ ψ 均可导，且 ( ) 0tϕ′ ≠ ，则
d ( )
d ( )
y t
x t

ψ
ϕ
′

=
′
.  

注意本题计算斜率时不用化简，直接将 1t = 代入求值即可. 
         

完全类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 2 讲【例 16】；《考研数学精题
660》（1.11，1.20）；类似例题见 2009版《数学复习指南》（理工类）第 1篇第 2章【例 2.11】. 

 

（10）已知 e d 1k x x
+∞

−∞
=∫ ，则 k = __________. 

【分析】本题已知反常积分的结果，求参数. 

【详解】
0 0

00

1 11 e d e d e d e ek x kx kx kx kxx x x
k k

+∞ +∞− − +∞
−∞−∞ −∞

= = + = − +∫ ∫ ∫ ， 

则 lim e lim e 0 0kx kx

x x
k−

→+∞ →−∞
= = ⇒ < ，

21
k

= − ，故 2k = − . 

【评注】本题为基础题型. 注意对既有无穷积分又有瑕积分的混合型，一定要先进行分解，
使单个积分为只有一个瑕点的瑕积分或只有一个积分限为无穷的无穷积分. 

         
类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 5 讲§6【例 3】；《考研数学精题

660》（1.63）. 
 

（11）
1

0
lim e sin dx

n
nx x−

→∞
=∫ ________. 

【分析】先利用分部积分法求出定积分，然后求数列极限. 

【详解】
1 11

00 0
e sin d e sin e cos dx x xnx x nx n nx x− − −= − +∫ ∫  
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11 1 2
0 0

e sin e cos e sin dx xn n nx n nx x− − −= − − − ∫  

11 1 2

0
e sin e cos e sin dxn n n n n nx x− − −= − − + − ∫ . 

         所以
1 11

20

e sin e cose sin d
1

x n n n nnx x
n

− −
− − − +

=
+∫ . 

         故
1 11

20

e sin e coslim e sin d lim 0
1

x

n n

n n n nnx x
n

− −
−

→∞ →∞

− − +
= =

+∫ . 

【评注】对于 e sin dkx ax x∫ ， e cos dkx ax x∫ 积分，有如下计算公式： 

      

( ) ( )

2 2

e sin

e sin
e sin d

kx

kx
kx

ax

ax
ax x C

k a

′ ′

= +
+∫ ；

( ) ( )

2 2

e cos

e cos
e cos d

kx

kx
kx

ax

ax
ax x C

k a

′ ′

= +
+∫ . 

      于是有

( ) ( )

( )
1 1 1

0 02 220

e sin e cos
e sin e sin

e sin d
11

x x

x x
x

nx n nx
nx nx

nx x
nn

− −

− −
−

′ ′ −

= =
+− +∫  

( ) ( )1
1
02 2

e sin cos e sin cos
1 1

x nx n nx n n n n
n n

− −+ + −
= − = −

+ +
. 

         
类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 1讲【例 7】；《考研数学精题 660》（1.1）. 

 

（12）设 ( )y y x= 是由方程 e 1yxy x+ = + 确定的隐函数，则
2

02

d
d x

y
x = =          

【分析】本题考查隐函数在一点的导数. 

【详解】当 0x = 时， 0y = . 

e 1yxy x+ = + 两边对 x求导得 

e 1yy xy y′ ′+ + = .将 0, 0x y= = 代入可得 0 1xy =′ = . 

( )2e e 0y yy y xy y y′ ′ ′′ ′ ′′+ + + + = ，即 ( ) ( )22 e e 0y yy x y y′ ′′ ′+ + + =  

将 0, 0x y= = ， 0 1xy =′ = 代入上式可得 0 3xy =′′ = − . 

【评注】本题为基础题型. 求隐函数在一点的导数时，不必写出其导数的一般式.         
 
类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 2讲【例 14】；2009版《数学复习
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指南》（理工类）第 1篇第 2章【例 2.14】. 
 

（13）函数 2xy x= 在区间 ( ]0,1 上的最小值为          .  

【分析】本题考查函数在某区间的最值. 利用【评注】中求最值的方法即可. 求幂指函数的
导数一般先将其恒等变形化为指数函数，然后再求导. 

【详解】 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 ln 2 ln 2e 2e ln 1 2 ln 1x x x x x xy x x x x′ ′′ = = = + = + . 

        令 0y′ = 可得惟一驻点
1
e

x = . 且 

2
2 2 e

1 1 1 1
e e

1, e 1x x
x x x x

y x y x
−

= =
= =

= = = = < ， 

        所以函数 2xy x= 在区间 ( ]0,1 上的最小值为
2
ee

−
. 

【评注】本题为基础题型. 求函数的最值的一般步骤为： 
① 求函数的导数，求出驻点，并求出使导数不存在的点； 
② 求出第①步所得各点的函数值和该函数定义域端点处的函数值； 
③ 比较以上各函数值的大小，最大者为最大值，最小者为最小值. 

         
类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 6 讲【例 9】；2009 版《数学复习指

南》（理工类）第 1篇第 6章【例 6.12】；《考研数学精题 660》（1.119，1.124）. 
 

（14）设 ,α β 为 3 维列向量， Tβ 为 β 的转置 .若矩阵 Tαβ 相似于

2 0 0
0 0 0
0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则

Tβ α =             . 

【分析】本题可利用相似矩阵的主对角线之和（即矩阵的迹 ( )tr A 相等来计算. 

【详解】
Tβ α为一常数，其值等于 Tαβ 的对角线元素之和， 

而相似矩阵的对角线元素之和相等. 所以 

( )T T

2 0 0
tr tr 0 0 0 2 0 0 2

0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = + + =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

β α = αβ . 

【评注】对于 n阶矩阵 A，若 ( ) 1r =A ，则矩阵 A的特征多项式 

1

1

n
n n

ii
i

aλ λ λ −

=

⎛ ⎞− = − ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑E A . 
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        于是 A的特征值为 1 2
1

, 0
n

ii n
i

aλ λ λ
=

= = =∑= " . 

        本题中 ( )T 1r =αβ ，且矩阵
Tαβ 的非零特征值为 2，所以 T

1

2
n

ii
i

a
=

= ∑β α = .          

类似例题见文登暑期强化班笔记《线性代数》第 5 讲【例 3】；2009 版《数学复习指
南》（理工类）第 2篇第 5章【例 5.4】；文登冲刺题§1【例 5】. 

 
三、解答题：15～23小题，共 94分. 解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤. 
（15） (本题满分 9分) 

求极限
( ) ( )

40

1 cos ln 1 tan
lim

sinx

x x x
x→

− − +⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

【分析】本题考查“
0
0
型”未定式极限的计算，可利用洛必达法则，并要结合等价无穷小代

换. 

【详解】当 0x → 时， sin x～ ,1 cosx x− ～
21

2
x ，所以 

        原极限
( ) ( )

2

4 20 0

1 ln 1 tan ln 1 tan12lim lim
2x x

x x x x x
x x→ →

− +⎡ ⎤⎣ ⎦ − +
= =  

( )

2

2

0 0

sec11 1 1 tan sec1 tanlim lim
2 2 4 1 tanx x

x
x xx

x x x→ →

− + −+= =
+

洛必达法则

 

2 2 2

0 0

1 1 tan sec 1 sec 2sec tan 1lim lim
4 4 1 4x x

x x x x x
x→ →

+ − −
= = =

洛

. 

【评注】本题为基础题型. 在利用洛必达法则求极限时，能先利用等价无穷小代换化简的应
先化简再求导，以避免不必要的繁琐.         

 
类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 1讲【例 17】；2009版《数学复习指

南》（理工类）第 1篇第 1章【例 1.22】；文登冲刺§1【例 2】；《考研数学精题 660》（1.13）. 
 
（16） (本题满分 10分) 

计算不定积分 ( )1ln 1 d 0x x x
x

⎛ ⎞+
+ >⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ . 

【分析】本题先作变量代换
1 x t

x
+

= ，然后再利用分部积分法求解. 

【详解】设
1 x t

x
+

= ，则 2

1
1

x
t

=
−
，于是 
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          ( ) ( )
2 2 2

ln 11 1 1 1ln 1 d ln 1 d d
1 1 1 1

tx x t t
x t t t t

⎛ ⎞ ++ ⎛ ⎞+ = + = − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ − − − +⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ . 

       而
( )22

1 1 1 1 1 2d d
1 1 4 1 1 1

t t
t t t t t

⎡ ⎤
⋅ = − −⎢ ⎥

− + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  

( ) ( ) ( )
1 1 1ln 1 ln 1
4 4 2 1

t t C
t

= − − + + +
+

. 

       所以 

( )
( )2

ln 11 1 1 1ln 1 d ln
1 4 1 2 1
tx tx C

x t t t
⎛ ⎞ ++ +
+ = + − +⎜ ⎟⎜ ⎟ − − +⎝ ⎠

∫  

( )1 1 1ln 1 ln 1
2 2 1

x xx x x C
x x x

⎛ ⎞+
= + + + + − +⎜ ⎟⎜ ⎟ + +⎝ ⎠

                   

( ) 21 1 1 1ln 1 ln 1
2 2 2

xx x x x x x C
x

⎛ ⎞+
= + + + + − − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

【评注】本题为基础题型. 注意最后一定要将变量还原.         
 
类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 3 讲【例 9】；2009 版《数学复习

指南》（理工类）第 1篇第 3章【例 3.15】. 
 
（17） (本题满分 10分) 

设 ( ), ,z f x y x y xy= + − ，其中 f 具有二阶连续偏导数，求dz与
2z

x y
∂
∂ ∂

. 

【分析】本题求多元复合函数的全微分和二阶偏导数，利用复合函数求导法计算. 

【详解】由于 1 2 3 1 2 3,z zf f yf f f xf
x y
∂ ∂′ ′ ′ ′ ′ ′= + + = − +
∂ ∂

， 

        所以 ( ) ( )1 2 3 1 2 3d d d d dz zz x y f f yf x f f xf y
x y
∂ ∂ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + = + + + − +
∂ ∂

. 

( )
2

11 12 13 21 22 23 3 31 32 33
z f f xf f f xf f y f f xf

x y
∂ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′= − + + − + + + − +
∂ ∂

 

( ) ( )11 13 22 23 33 3f x y f f x y f xyf f′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′= + + − + − + + . 

【评注】本题为基础题型.注意多元复合函数的一阶偏导数仍然是以 ,x y为自变量，以
, ,u x y v x y w xy= + = − = 为中间变量的复合函数，再求偏导数时，仍用复合函

数求导法.        
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完全类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 9讲【例 9】；2009版《数学复习
指南》（理工类）第 1篇第 9章【例 9.19】，精选习题九第 5、6小题；《考研数学精题 660》
（1.255）. 
 
（18）（本题满分 10分） 

设非负函数 ( )( )0y y x x= ≥ 满足微分方程 2 0xy y′′ ′− + = . 当曲线 ( )y y x= 过原点

时，其与直线 1x = 及 0y = 围成的平面区域D的面积为 2，求D绕 y轴旋转所得旋转体的

体积. 

【分析】 2 0xy y′′ ′− + = 为不含 y的二阶微分方程，可令 y p′ = 将方程降为一阶方程计算.

然后再结合其他条件计算. 

【详解】记 y p′ = ，则 y p′′ ′= ，代入微分方程，当 0x > 时， 

1 2p p
x x

′ − = − ，解之得 

1 1d d

1
2e e d

x x
x xy p x C

x
−⎛ ⎞∫ ∫′ = = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

1 12

2 d 2x x C C x
x

⎛ ⎞= − + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ . 

        因此 ( )2
1 2

12 0
2

y x C x C x= + + > . 

由已知 ( )0 0y = ，有
0

lim 0
x

y
+→

= ，于是 2 0C = ， ( )2
1

12 0
2

y x C x x= + > . 

由于
1 2

1 10

1 12 2 d 1
2 6

x C x x C⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ，所以 1 6C = ，故 ( )22 3 0y x x x= + > . 

由于 ( )1 3 1 1
3

x y= + − ，0 5y≤ ≤ ，故所求体积为 

( )25 52

0 0

13 175 d 5 3 1 1 d 5
6 6

V x y y y π ππ π π π π= − = − + − = − =∫ ∫ . 

【评注】体积也可如下计算： 

( ) ( )1 1 2

0 0

172 d 2 2 3 d
6

V xy x x x x x xπ π π= = + =∫ ∫ . 

 
完全类似例题见《考研数学精题 660》（1.219）. 
类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 6讲§1【例 3】，第 7讲【例 8】；

2009版《数学复习指南》（理工类）第 1篇第 5章【例 5.13】，第 6章【例 6.38】；《考研数
学精题 660》（1.200，1.202，1.206）. 

 
（19） (本题满分 10分) 
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计算二重积分 ( )d d
D

x y x y−∫∫ ，其中 ( ) ( ) ( ){ }2 2, | 1 1 2,D x y x y y x= − + − ≤ ≥ . 

【分析】本题可利用极坐标和直角坐标计算. 
【详解】方法一  如图 1，区域D的极坐标表示为 

               ( ) 30 2 sin cos ,
4 4
π πρ θ θ θ≤ ≤ + ≤ ≤ . 

 

( )d d
D

x y x y−∫∫   

( )( )3 2 sin cos
4

0
4

d cos sin d
π θ θ

π θ ρ θ θ ρ
+

= −∫ ∫  

( ) ( )
3

34

4

8 cos sin d cos sin
3

π

π θ θ θ θ= + +∫  

( )
3

4 4

4

2 8cos sin
3 3

π

πθ θ= + = − . 

       方法二  将区域D分成 1 2,D D 两部分（如图 2）， 其中 

             ( ) ( ) ( ){ }2 2
1 , |1 2 1 1 2 1 ,1 2 0D x y x y x x= − − − ≤ ≤ + − − − ≤ ≤ ， 

( ) ( ){ }2
2 , | 1 2 1 ,0 2D x y x y x x= ≤ ≤ + − − ≤ ≤  

由二重积分的性质知 

                ( ) ( ) ( )
1 2

d d d d d d
D D D

x y x y x y x y x y x y− = − + −∫∫ ∫∫ ∫∫ . 

        而 

( ) ( )
( )

( )2

2

1

0 1 2 1

1 2 1 2 1
d d d d

x

x
D

x y x y x x y y
+ − −

− − − −
− = −∫∫ ∫ ∫  

( ) ( )
0 2

1 2
2 1 2 1 dx x x

−
= − − −∫  

( )( )3
2 0

1 2

2 22 1
3 3

x
−

= − − − = − . 

( ) ( )( )2

2

2 1 2 1

0
d d d d

x

x
D

x y x y x x y y
+ − −

− = −∫∫ ∫ ∫  

( ) ( )
2 2

0

1 2 2 1 2 1 d
2

x x x⎡ ⎤= − − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

图  1 

图  2 
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( )( )3
2 2

0
1 24 2 1 2
2 3

x
⎡ ⎤

= − + − − = −⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

所以 ( ) 2 8d d 2
3 3D

x y x y− = − − = −∫∫ . 

【评注】本题为基础题型. 
         

类似例题见 2009版《数学复习指南》（理工类）第 1篇第 10章【例 10.14】；《考研
数学精题 660》（1.299）. 

 
（20） (本题满分 12分) 

设 ( )y y x= 是区间 ( ),π π− 内过点 ,
2 2
π π⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
的光滑曲线.当 0xπ− < < 时，曲线上

任一点处的法线都过原点；当0 x π≤ < 时，函数 ( )y x 满足 0y y x′′ + + = ，求函数 ( )y x 的

表达式. 
【分析】本题考查曲线在一点的法线方程和二阶常系数非齐次微分方程的通解的计算，利用

相关公式和定理求解. 

【详解】当 0xπ− < < 时，设 ( ),x y 为曲线上的任一点，由导数的几何意义，法线斜率为 

1
d
d

k y
x

= − . 

        由题意，法线斜率为
y
x
，所以有 

d
d
y x
x y
= − . 

        分离变量得 2 2x y C+ = .由初始条件
2 2

y π π⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

，得
2C π= ，所以 

                  2 2y xπ= − ， 0xπ− < < .      ① 

        当0 x π≤ < 时， 0y y x′′ + + = 的通解为 

            1 2cos siny C x C x x= + −                ② 

            1 2sin cos 1y C x C x′ = − + −               ③ 

        因为曲线 ( )y y x= 光滑，所以 ( )y x 连续且可导，由①式知 
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              ( ) ( ) 2 2

0 0
0 lim lim

x x
y y x xπ π

− −→ →
= = − = ， 

              ( ) ( )
2 2

0
0 0 lim 0

x

xy y
x

π π
−−

→

− −′ ′= = =  . 

       代入②③式，得 1 2, 1C Cπ= = ，故 cos siny x x xπ= + − ，0 x π≤ < . 

       因此 ( )
2 2 , 0

cos sin , 0
x xy x

x x x x
π π

π π

⎧⎪ − − < <= ⎨
+ − ≤ <⎪⎩

. 

【评注】本题利用了曲线 ( )y y x= 光滑的条件，则 ( )y x 连续且可导.   

       
类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 7讲【例 11】；2009版《数学复习指

南》（理工类）第 1篇第 5章【例 5.14】；《考研数学精题 660》（1.233）. 
 

（21） (本题满分 11分)  

（Ⅰ）证明拉格朗日中值定理：若函数 ( )f x 在 [ ],a b 上连续，在 ( ),a b 内可导，则存在

( ),a bξ ∈ ，使得 ( ) ( ) ( )( )f b f a f b aξ′− = − ； 

（Ⅱ）证明：若函数 ( )f x 在 0x = 处连续，在 ( )( )0, 0δ δ > 内可导，且 

( )
0

lim
x

f x A
+→

′ = ，则 ( )0f+′ 存在，且 ( )0f A+
′ = . 

【分析】（Ⅰ）考查拉格朗日中值定理，利用辅助函数和罗尔定理证明； 
（Ⅱ）由（Ⅰ）可证明. 

【详解】（Ⅰ）取 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f b f a
F x f x x a

b a
−

= − −
−

, 由题意知 

( )F x 在[ ],a b 上连续, 在 ( ),a b 内可导，且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f b f a
F a f a a a f a

b a
−

= − − =
−

， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f b f a
F b f b b a f a

b a
−

= − − =
−

. 

根据罗尔定理, 存在 ( ),a bξ ∈ ，使得 ( ) ( ) ( ) ( ) 0
f b f a

F f
b a

ξ ξ
−

′ ′= − =
−

，即 

( ) ( ) ( )( )f b f a f b aξ′− = − . 

（Ⅱ）对于任意的 ( )0,t δ∈ ， ( )f x 在[ ]0, t 上连续,在 ( )0, t 内可导，由右导数定义及拉格
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朗日中值定理有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

0
0 lim lim lim

0t t t

f t f f t
f f

t t
ξ

ξ
+ + ++

→ → →

′−′ ′= = =
−

，其中 ( )0, tξ ∈ . 

      由于 ( )
0

lim
t

f t A
+→

′ = ，且当 0t +→ 时， 0ξ +→ ，所以 ( )
0

lim
t

f Aξ
+→

′ = . 

故 ( )0f+′ 存在，且 ( )0f A+
′ = . 

【评注】本题（Ⅰ）为教材中一定理， 文登强化班笔记中在中值定理证明部分讲原函数法
时特意将拉格朗日中值定理作为例子归纳总结了辅助函数的作法，原笔记如下： 
对于拉格朗日中值定理： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )f b f a f b f af f x
b a b a

ξ − −′ ′= ⇒ =
− −

 

( ) ( )( )

( ) ( )( ) 0

f b f af x C x
b a

f b f af x x C
b a

−
⇒ + =

−
−

⇒ − + =
−

 

令 0C = ，取
( ) ( )( ) ( ) f b f aF x f x x

b a
−

= −
−

， 

于是 ( ) ( ) ( ) ( )bf a af b
F a F b

b a
−

= =
−

，利用罗尔定理即可证. 

         
类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 4 讲【例 8】；2009 版《数学复习

指南》（理工类）第 1篇第 4章【例 4.8】；《考研数学精题 660》（1.63）. 
 

（22） (本题满分 11分) 

设 1

1 1 1 1
1 1 1 , 1

0 4 2 2

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ξ ， 

（Ⅰ）求满足 2 1=Aξ ξ ， 2
3 1=A ξ ξ 的所有向量 2 3,ξ ξ ； 

（Ⅱ）对（Ⅰ）中的任意向量 2 3,ξ ξ 证明 1 2 3, ,ξ ξ ξ 无关. 

【分析】（Ⅰ）解非齐次线性方程组，利用矩阵初等行变换将 A →阶梯形，然后利用 m nA x b× =

有解 ( ) ( )r A r A⇔ = （其中 ( | )A A b= ）进行判定并求解.（Ⅱ）可利用

1 2 3, , 0≠ξ ξ ξ 或向量组线性无关的定义证明. 
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【详解】（Ⅰ）

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0 0 2 1 1

0 4 2 2 0 4 2 2 0 0 0 0

⎛ − − − ⎞ ⎛ − − − ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − → →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ， 

            于是 ( ) ( ) 2r r= =A A ，取 2x 为自由变量，可得 

3 22 1x x= − + ， 1 2x x= − . 

            所以
2

2 2

2

1 0
1 0

2 1 2 1

x
x k
x

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ξ ，（ 2x k= 为任意常数）. 

设
2

1 1 1 1 1 1 2 2 0
1 1 1 1 1 1 2 2 0

0 4 2 0 4 2 4 4 0

− − − −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = − − = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

B A ，则 

1
2 2 0 1 1 1 0 2
2 2 0 1 0 0 0 0

4 4 0 2 0 0 0 0

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎛ − ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟= − − → ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

B ， 

于是 ( ) ( ) 1r r= =B B ，取 2 3,x x  为自由变量，则 1 2
1
2

x x= − − ，所以 

2

3 2 2 3 2 3

3

1 1 1
1 0 1 02 2 2

1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0

x

x x x k k
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = + + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ξ  

（其中 2 2 3 3,x k x k= = 为任意常数）. 

（Ⅱ）证法 1  由（Ⅰ）知 

2
2

1 2 3 2

3
3 2

11 11 22 1 1, , 1 0 0 0
2 2

2 2 1 0 1 2 1

k kk k

k k
k k k k

− − − −
− − − −

= = − = ≠
− − + − + +

ξ ξ ξ ， 

所以 1 2 3, ,ξ ξ ξ 线性无关. 

证法 2  由题设可得 1 = 0Aξ .设存在数 1 2 3, ,k k k ，使得 
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       1 1 2 2 3 3k k k+ + = 0ξ ξ ξ ，              ① 

等式两端左乘 A，得 

        1 1 2 2 3 3k k k+ + = 0Aξ Aξ Aξ ，即 2 2 3 3k k+ = 0Aξ Aξ ，即 

2 1 3 3k k+ = 0ξ Aξ .               ② 

等式两端再左乘 A，得 

     2
2 1 3 3k k+ = 0Aξ A ξ ，即 3 1k = 0ξ ，于是 3 0k = ，代入②式得 2 1k = 0ξ ，

故 2 0k = .将 2 3 0k k= = 代入①式可得 1 0k = ，从而 1 2 3, ,ξ ξ ξ 线性无关          

【评注】本题为基础题型.             
 
类似例题见 2009 版《数学复习指南》（理工类）第 2 篇第 4 章【例 4.7】；《考研数

学精题 660》（2.37）. 
 
（23） (本题满分 11分) 

设二次型 ( ) ( )2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3 2 3, , 1 2 2f x x x ax ax a x x x x x= + + − + − ， 

（Ⅰ）求二次型 f 的矩阵的所有特征值； 

（Ⅱ）若二次型 f 的规范型为 2 2
1 2y y+ ，求 a的值.                          

【分析】（Ⅰ）先写出二次型 f 的矩阵，然后利用 0λ − =E A 求解. 

       （Ⅱ）由 f 的规范型为 2 2
1 2y y+ 可知正惯性指数为 2，即可得 A的特征值中有两个

大于零，一个为零，即可得 a值. 

【详解】由题设可知二次型 f 的矩阵为 

                

0 1
0 1
1 1 1

a
A a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

        由于

0 1 0
0 1 0 1
1 1 1 1 1 1

a a a
E A a a

a a

λ λ λ
λ λ λ

λ λ

− − − −
− = − = −

− − + − − +
 

( ) ( )
1 1 0 1 1 0
0 1 0 1
1 1 1 0 2 1

a a a a
a a

λ λ λ λ
λ λ

= − − = − −
− − + − +

 

( ) ( )( )1 2a a aλ λ λ= − − − + −⎡ ⎤⎣ ⎦  
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( ) ( )2 22 1 2a a a aλ λ λ⎡ ⎤= − − − + − −⎣ ⎦  

( )( )( )2 1a a aλ λ λ= − − + − − . 

        所以 f 的矩阵 A所有的特征值为 1 2 3, 2, 1a a aλ λ λ= = − = + . 

（Ⅱ）若二次型 f 的规范型为 2 2
1 2y y+ ，则它的正惯性指数为 2. 于是 f 的矩阵 A的特征

值中有两个大于零，一个为零.显然 3 1 2λ λ λ> > ， 所以 2 2 0aλ = − = ， 即 2a = . 

【评注】二次型
T

1 2
1 1

( , , , )
n n

n ij i j
i j

f x x x a x x
= =

= =∑∑ X AX" 的规范型若为 

2 2 2 2
1 1     ( )p p ry y y y p r n++ + − − − ≤ ≤" " （唯一）. 

则 p（ A的大于 0的特征值的个数）称为二次型的正惯性指数, r称为二次型的

秩, r p− （ A的小于 0的特征值的个数）称为二次型的负惯性指数.         

 
类似例题见文登暑期强化班笔记《线性代数》第 6讲【例 1】【例 2】；2009版《数学

复习指南》（理工类）第 2篇第 6章【例 6.9】【例 6.10】；《考研数学精题 660》（2.90，2.94）. 


