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1. 
6 66 5 6 5lim ( )

x
x x x x

→+∞
+ − −计算      （12分） 

解一：

6 61 1
6 61 1

1

1 1lim ( 1 1 ) lim
x x

x xx x x
x

− −
− −

−→+∞ →+∞

+ − −
= + − − =原式   

6 61 1

1 1

1 1 1 1lim lim
x x

x x
x x

− −

− −→+∞ →+∞

+ − − −
= −

1 1

1 1

1 1
16 6lim lim
3x x

x x

x x

− −

− −→+∞ →+∞

−
= − =  

解二：    
1 0t x t
x

+= → +∞ →令 ，当 时，  

6 6

0

1 1lim
t

t t
t+→

+ − −
=原式

6 6

0 0

1 1 1 1lim lim
t t

t t
t t+ +→ →

+ − − −
= −

0 0

1 1
16 6lim lim
3t t

t t

t t+ +→ →

−
= − =  

2. 2

(1 )    
( 2)

 计算
xx e dx

x
+
+∫ （12分）    

解一： 2

(1 ) 1(1 ) ( )
( 2) 2

x
xx e dx x e d

x x
+

= − +
+ +∫ ∫    

      
( 1) 1 [( 1) ]

2 2

x
xx e d x e

x x
+

= − + +
+ +∫

( 1)
2 2

x x
xx e ee dx C

x x
+

= − + = +
+ +∫  

解二： 2 2

(1 ) (2 ) 1
( 2) ( 2)

x
xx e xdx e dx

x x
+ + −

=
+ +∫ ∫ 22 ( 2)

x xe edx dx
x x

= −
+ +∫ ∫   

2

1
2 ( 2)

x
x ede dx

x x
= −

+ +∫ ∫ 2 22 ( 2) ( 2)

x x xe e edx dx
x x x

= + −
+ + +∫ ∫ 2

xe C
x

= +
+

 

                    12

( )( ) [0, ) ( ) 0, (0) 1, 0 1,
( )

0 ( ).x

f xf x f x f x
f x

x e f x

′
+∞ > = ≥ <

> >

 3. 设 在 上连续可微， 当 时，

证明：当 时， （ 分）

 

 解一   ( ) ( ) , (0) (0) 1−= = =令 则 ，xg x f x e g f    

         ( ) [ ( ) ( )] ,′ ′= − xg x f x f x e   ( ) 0由条件得，g x′ <         
( ) 0 ( ) (0)g x g x g+ ∞ <故 在[ ， )上递减，即有   

           ( ) 1− <即 ，xf x e  ( ).>所以 xe f x   

 解二   ( ) , (0) (0) 1
( )

= = =令 则 ，
xeg x g f

f x
  

         2

[ ( ) ( )]( ) ,
( )
′−′ =

xf x f x eg x
f x

 ( ) 0′ >g x由条件得，         

 ( ) 0 ( ) (0)+ ∞ >故 在[ ， )上递增，有g x g x g   

1
( )

>即 ，
xe

f x
  ( ).>所以 xe f x   
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解三     ln ( )待证不等式等价于 f x x<   

.    ( ) ln ( ) , (0) ln (0) 0g x f x x g f= − = =令 则 ，  

      
( )( ) 1,
( )

f xg x
f x
′

′ = −  ( ) 0由条件得，g x′ <  

( ) 0 ( ) (0)g x g x g+ ∞ <故 在[ ， )上递减，即有    

ln ( ) ,     ( ).xf x x e f x− < >也即 0 所以  

解四   ln ( )待证不等式等价于 f x x<    

( )[ln ( )] 1
( )

由题设得 ，
f xf x
f x
′

′ = <  

   [0, ]x在 上作积分，得
0 0

[ln ( )]
x x

f x dx dx′ <∫ ∫ ，  

          即 ln ( ) ln (0)f x f x− < ，  

  又 (0) 1f = ，所以 ln ( )f x x< ，即 ( )xe f x> .  

4.
21

0 1
( sin ) .

y xdy e x dx− +∫ ∫计算     （12分） 

解  
2 21 1 1 1

0 1 0 0 1
( sin ) sin

y yx x

y
dy e x dx dy e dx dy xdx− −+ = − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫    

而
1 1

0 1 0
sin (cos1 cos ) cos1 sin1

y
dy xdx y dy= − = −∫ ∫ ∫    

2 21 1 1

0 0 0

xx x

y
dy e dx dx e dy− −− = −∫ ∫ ∫ ∫ 

2 21 1 1
00

1 1| ( 1)
2 2

x xxe dx e e− − −= − = = −∫   

21 1 1

0

1( sin ) = ( 1) cos1 sin1
2

x

y
dy e x dx e− −+ − + −∫ ∫所以 .  

2
5. ( , ) ( , 2 ) ,

( , 2 ) 2 , , ( , 2 ), ( , 2 ).     x xx yy y xy

z f x y f x x x
f x x x x f f f x x f x x

= =
= + =

设 具有二阶连续偏导数，且

求 （12分）
 

 解 ( , 2 ) ( , 2 ) 2 ( , 2 ) 1,x yf x x x x f x x f x x= + =在 两边对 求导，得   

  
2( , 2 )xf x x x x= +将 代入上式，得 21( , 2 ) (1 2 ),

2yf x x x x= − −  

   x上式两边对 求导，得 ( , 2 ) 2 ( , 2 ) 1 ,yx yyf x x f x x x+ = − −   (1) 

2( , 2 ) 2xf x x x x x= +在 两边对 求导，得 ( , 2 ) 2 ( , 2 ) 2 2xx xyf x x f x x x+ = + ，(2) 

(1) (2)xx yyf f=由条件 及 、 式得，
5( , 2 ) ( 1)
3xyf x x x= +     
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2 2

2

1 ( ) [ ( ) 1]( ) ,

4(3, ) (1, 4)                             12
3

L

y f xy x y f xyf x I dx dy
y y

L A B

+ −
∞ ∞ = +∫6. 设 在(- ,+ )内有连续的导数，求

其中 ：从点 到 的直线段. （ 分）

  解一  
2 2

2

1 ( ) [ ( ) 1],y f xy x y f xyP Q
y y

+ −
= =记 ,   

 2

1 ( ) ( )y xP Q f xy xyf xy
y

′= = − + +  故曲线积分与路径无关，  

选路径为由
4(3, ) (3,4) (1, 4)
3

A C B→ →点 的折线段，  

4 1
4 2 3
3

1 13[ (3 ) ] [ 4 (4 )]
4

I f y dy f x dx
y

= − + +∫ ∫   

4 1
4 3
3

3 13 (3 ) 4 (4 ) 2
2 2

f y dy f x dx= − + − = −∫ ∫  

或选路径为由
4(3, ) (3,4) (1, 4)
3

A C B→ →点 的折线段，   

1 4
4 23
3

4 4 4 1[ ( )] [ ( ) ] 2
3 3 3

I f x dx f y dy
y

= + + − = −∫ ∫  

解二  2

1( ) [ ( ) ( ) ]= − + +∫L

xI dx dy yf xy dx xf xy dy
y y

     

( ) ( )= +∫L

xd f xy d xy
y

( ) ( )= +∫ ∫L L

xd f xy d xy
y

 

( ) ( ) ( ) ( )′∞ ∞ =因为 在(- ,+ )连续，故 有原函数，设f x f x F x f x  

       (1, 4) (1, 4)
4 4(3, ) (3, )
3 3

| ( ) | 2= + = −故
xI F xy
y

 

1
32

0
( ) [0,1] (1) 2 ( )d 0,

3 ( ) (0 , 1), ( )                  14

 设 在 上可导，且

证明：存在 使 （ 分）

7.

，

f x f x f x x

ff ξξ ξ
ξ

− =

′∈ = −

∫
 

证明 
3( ) ( ) [0,1]x x f x xϕ = ∈令 ， ，

1
32

0
(1) 2 ( )d 0,f x f x x− =∫又 据积分中值定理得 

31(0, ) , ( ) (1),
2

c c f c f∃ ∈ =使得   (1) ( )cϕ ϕ=故有 ， 由洛尔定理， 

 ( , 1) (0 , 1), ( ) 0 cξ ϕ ξ′∈ ⊂ =存在 使 ， 
2 3 2 3( ) 3 ( )+ ( ) 3 ( )+ ( ) 0x x f x x f x f fϕ ξ ξ ξ ξ′ ′ ′= =而 ，故  

3 ( )0 3 ( )+ ( ) 0 ( )= .ff f f ξξ ξ ξ ξ ξ
ξ

′ ′≠ = −又 ，故有 ，即  
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8.  注： 高年级同学做第（1）题，一年级同学做第（2）题，否则无效。 
   ,    (1) 0, 0, ( 1,2 ),n na b n> > =设 证明：         （14分） 

1
11

1
2

n
n n n

nn

a
b b n N a

a

∞

+
=+

− ≥ ∈ ∑当 （ ）时，级数 收敛. 

   （1） 证明  1 1 1 1
1

1 1 0
2 2

n
n n n n n n n

n

a
b b a b a b a

a + + + +
+

− ≥ − > >由 得 ， 

        { }故数列 递减，n na b      0, { }又 所以数列 收敛，n n n na b a b>   

      1 1 1 1 2 2
1

 )级数 （ 的前 项和 收敛，n n n n n n n
n

a b a b n S a b a b
∞

+ + + +
=

− = −∑  

    1 1
1

 )从而级数 （ 收敛，n n n n
n

a b a b
∞

+ +
=

−∑    

  1 1 1
1
2 n n n n na a b a b+ + +< −由上式 ，再根据比较判别法，知

1
n

n
a

∞

=
∑级数 收敛 .  

              

 
1

1
(2) [ 1,1], ( ) | | tx f x t x e dt

−
∈ − = −∫设 求 的最大值.        （14分） 

解  
1

1
( ) ( ) + ( )

x t t

x
f x x t e dt t x e dt

−
= − −∫ ∫

1 1

1 1
,

x xt t t t

x x
x e dt te dt te dt x e dt

− −
= − + −∫ ∫ ∫ ∫   

     则
1

1
( ) ,

x t t

x
f x e dt e dt

−
′ = −∫ ∫ ( ) 2 0,xf x e′′ = >   

     故曲线 ( ) [ 1,1]y f x x= ∈ − 是凹的，  

从而 ( ) 1 1f x x x= − =的最大值只能在 或 取到，  

又
1 1

1
( 1) ( 1) tf t e dt e e−

−
− = + = +∫ ，

1 1

1
(1) (1 ) 3tf t e dt e e−

−
= − = −∫  

          
1( ) ( 1)f x f e e−− = +故 的最大值为 .  

或  求出
1

1
( ) ( ) + ( )

x t t

x
f x x t e dt t x e dt

−
= − −∫ ∫    

    
1 1 1

1( 1) +( 1) 2 ( ) 2t x t x
xx t e t x e e x e e e− −

−= − + − − = − + −  


